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Soient a, b E IR:. On considère les deux suites ( a, ) et ( b, ) definies par : 

a o = a  et b,=b ,puis: 
1 

1 - Montrer que ces suites sont bien définies. 

2 - Montrer que, V n E IN*, an 2 b, . 

3 - Démontrer que les suites ( a, ) et ( b, ) sont adjacentes. On notera M ( a, b ) leur 

4 - D6montrer que, V a, b, c E IR: : 

limite commune. 

a -  M ( b, a )  = M (a,  b )  

b -  M (ca, cb) = c M (a ,  b )  
a + b  

2 M ( a , b ) =  M(-,./ab ) C -  

2 
(a" - b") 5 - Démontrer que ( an+l - b,+l ) - - 
8 M (a,b) ' 

dt 
JS PourxE(0 , l  [ , onpose @ ( x ) =  

O 1 - x  sin t 

1 - D6montrer que 4j est définie et continue sur [ O, 1 [. 

A SUI- 



ECOLE NAT IONALE SUPERIEURE 
&g INGENIRTRs et TECHNIOUES d'ARMEMENT: 
Math 1 

2 - Démontrer, sans calcul de dérivée, que @ est croissante sur [ O, 1 [. 

3 - Pour t E [ O ,  5 1 , on pose : sin 8 = - (1 + x )  sin t 

1 +xs in t 
2 .  

a - Démontrer que cette relation definit une application 

1 b - Demontrer que u E C ( [ O, $ ] ) 

c - Demontrer que u est une bijection de[ O, $ ] dans [ O, . $ 1  
1 

d - Demontrer que u est un C - difféornorphisme de [ O, 5 ] dans [ O ,  5 1 .  

4 - Demontrer : 

2 2  
1 - x  sin t a) cos 8 = 

2 J 1 +xsin t 

2 

2 b) 
-xs in  

1 +xsin t 

5 - Soit O < b S a, et soit : 1 ( a , b )  = dt 
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2 1 
a a J a 2 - b  ) , et en déduire : 1 (a, b) = 1 (-- a + b  ,Jab ) . Montrer que I (a, b) = - Q, (--- 

6 - Les suites ( an ) et ( bn ) étant dtifinies comme A la première partie, moritrer que : 

2 

1 

V n E  IN, I ( a n , b n ) = l ( a , b ) .  

En deduire : 1 (a, b )  = 1 
2 M ( a , b ) '  

1 

M ( l ,  F 1 - x  ) 

7 - Démontrer que : V x E [O, 1 [ , @ (x) =$- 

Tournez la page S.V.P. 
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I 
1 - Donner le developpement en serie entibre de f (X) = -~ 

J T x  * 
auel est le rayon de convergence de ce développernent ? 

x 2 -  - 
2 

2n 
a - Calculer, en fonction de n, Wn =I sin t.dt 

O 

2 2n 
b-Ddmontrerquetlx E[O,l  [ :  @ ( x ) = A .  . x  . 

3 - Demontrer que est une solution, sur [ O, 1 [ , de I'6quation diffbrentielle : 

3 2 ( x  - x ) y "  + (3x - 1 ) y '  + x y = o  (€1 

4 - ~ o u r x ~ 1 0 , i  [,onpose: g (x )=a( \J I -x  2 

D6montrer que g est solution de (E) sur] O, 1 [. 

5 - Demontrer que lim (x) = +- ( on pourra utiliser les résultats de la 
x 4 1  

deuxibme partie, questions 2 - et 4 - c -). 

En déduire que @ et g sont lindairement independantes sur ] O, 1 [. 

6 - DBduire de ce qui prBc6de l'expression de la solution générale de (E) sur 1 O, 1 [ B 
l'aide de la fonction M definie dans la premibre partie. 

2 
+- 

Soit rintegrale generalide G (a) = J ta e-' dt . 

1 - Pour quelles valeurs de a cette integrale est-elle convergente ? 

O 

2 - On suppose * queakO.  

2 
a 

Soit a E IR , et soit J ( a, a ) = / ta e-' dt. + 
O 

2 Onconsidbre A=( (x , y )E IR  / O l x < a ; O l y l a } .  

A SUIVRE 
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2 2  
2 a a -x -y Démontrer que [J (a, a)] = J j x  y e dx dy. 

A 
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Justifier, l'aide d'un graphique, la double inégalité : 
2 2  

2 a a -x -y y e-'-' dxdy s [ J (a ,a ) ]  S 11 X Y e  
2 2  

a u  
dx dy 

A1 A2 

R - 

i 4-Demontrerque ( G ( a ) )  2 =G(2a+1)  sina8 cosse de. 
R O - 
2 

6 - En déduire G(4). 

7 - Démontrer que : 

de (intdgrer par parties) 
O 

8 -  +- +- 
4 4 -x 4 

a - Trouver une relation simple entre les integrales 1 = 1 e'" dx et 1' = 1 x e dx . 

b - Déduire des questions prdcedentes une expression de 1 l'aide de la fonction M. 

O O 

FIN 


